
1 Valore atteso e varianza della v.
. binomiale

La media della distribuzione binomiale si ri
ava 
ome indi
ato di seguito:

E(X) =
n
∑

x=0

x
n!

x!(n − x)!
πx(1− π)n−x

=
n
∑

x=1

x
n(n− 1)!

x(x − 1)![n− 1− (x− 1)]!
πx(1− π)n−x

= nπ
n−1
∑

y=0

(n− 1)!

y!(n− 1− y)!
πy(1− π)n−1−y

dove nell'ultimo passaggio si è posto y = x− 1. Tenendo presente 
he

n−1
∑

y=0

(n− 1)!

y!(n− 1− y)!
πy(1− π)n−1−y = 1

poi
hé è la somma delle probabilità di una distribuzione binomiale 
on pa-

rametri n− 1 e π si ottiene

E(X) = nπ

Per quanto riguarda la varianza si ha

V AR(X) = E(X2)− [E(X)]2

=
n
∑

x=0

x2
n!

x!(n− x)!
πx(1− π)n−x − (nπ)2

=
n
∑

x=0

[x(x− 1) + x]
n!

x!(n− x)!
πx(1− π)n−x − (nπ)2

=
n
∑

x=0

x(x− 1)
n!

x!(n− x)!
πx(1− π)n−x + nπ − (nπ)2

=
n
∑

x=0

x(x− 1)
n(n− 1)(n− 2)!

x(x− 1)(x− 2)![(n− 2)− (x− 2))]!
π2πx−2(1− π)n−x +

+nπ − (nπ)2

= n(n− 1)π2

n
∑

x=2

(n− 2)!

(x− 2)![n− 2− (x− 2)]!
πx−2(1− π)n−x + nπ − (nπ)2

Tenendo presente 
he

n
∑

x=2

(n− 2)!

(x− 2)![n− 2− (x− 2)]!
πx−2(1−π)n−x =

n−2
∑

y=0

(n− 2)!

y![n− 2− y]!
πy(1−π)n−2−y = 1

avendo posto y = x− 2, si ottiene

V AR(X) = n(n− 1)π2 + nπ − (nπ)2 = nπ(1− π)
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2 Valore atteso e varianza della distribuzione

normale

Iniziamo a veri�
are 
he l'espressione f(x) di seguito è una densità

f(x, µ, σ2) =
1

σ
√
2π

e−
1
2

(x−µ)2

σ2


on µ ∈ ℜ e σ ∈ ℜ+
, −∞ < x < ∞.

Si veri�
a fa
ilmente 
he f(x, µ, σ2) ≥ 0. O

orre poi dimostrare 
he

∫

∞

−∞

f(x, µ, σ2)dx =
∫

∞

−∞

1

σ
√
2π

e−
1
2

(x−µ)2

σ2 dx

è uguale ad 1.

Ponendo z = (x− µ)/σ si ottiene: x = zσ + µ, dx = σdz
∫

∞

−∞

f(z, 0, 1)dz =
∫

∞

−∞

1√
2π

e−
1
2
z
2

dz

Tenendo presente 
he (ad es. http://www.integrals.
om oppure

http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_integrals_of_exponential_fun
tions

∫

∞

−∞

e−αz
2

dz =

√

π

α
per ogni α > 0

il risultato si ottiene immediatamente.

2.1 E(X)

E(X) =
∫

∞

−∞

xf(x, µ, σ2)dx =
∫

∞

−∞

x
1

σ
√
2π

e−
1
2

(x−µ)2

σ2 dx

Ponendo z = (x− µ)/σ si ottiene:

E(X) =
∫

∞

−∞

σz + µ

σ
√
2π

e−
1
2
z
2

σdz

=
σ√
2π

∫

∞

−∞

ze−
1
2
z
2

dz +
∫

∞

−∞

µ√
2π

e−
1
2
z
2

dz

= − σ√
2π

e−
1
2
z
2
∣

∣

∣

∞

−∞

+ µ× 1

= 0 + µ

= µ
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2.2 E(X2)

E(X2) =
∫

∞

−∞

x2f(x, µ, σ2)dx =
∫

∞

−∞

x2
1

σ
√
2π

e−
1
2

(x−µ)2

σ2 dx

Ponendo z = (x− µ)/σ si ottiene:

E(X2) =
∫

∞

−∞

(σz + µ)2

σ
√
2π

e−
1
2
z
2

σdz

=
1√
2π

σ2

∫

∞

−∞

z2e−
1
2
z
2

dz + µ2
1√
2π

∫

∞

−∞

e−
1
2
z
2

dz + 2µσ
1√
2π

∫

∞

−∞

ze−
1
2
z
2

dz

=
1√
2π

σ2

∫

∞

−∞

z2e−
1
2
z
2

dz + µ2 × 1 + 2µσ × 0

L'integrale

1√
2π

∫

∞

−∞

z2e−
1
2
z
2

dz

può essere ris
ritto 
ome

1√
2π

∫

∞

−∞

z × (ze−
1
2
z
2

)dz

Risolvendo per parti si ottiene:

− 1√
2π

ze−
1
2
z
2
∣

∣

∣

∞

−∞

+
1√
2π

∫

∞

−∞

e−
1
2
z
2

dz = 1

Quindi

E(X2) = σ2 + µ2

Di 
onseguenza

var(X) = E(X2)− [E(X)]2 = σ2 + µ2 − µ2 = σ2
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